7. cviceni - reSeni

Priklad 1 (a) f(z,y,2) =2 —2y+2z a M = {[z,y,2] € R} ;2% + ¢y*> + 22 =1}

Pouzijeme vétu 24 (Lagrangeova véta o multiplikitoru) - ta nam da body podezielé z extrému (pro
funkci f na mnozing M). Zadefinujme funkci g(x,y) := 2% + y? + 22 — 1. Pak M = [g = 0].

Spoctéme parcialni derivace g a vyjadieme Vg.

9o (2, y,2) = 2
9y(z,y,2) =2y
9:(z,y,2) = 22
Vy(z,y,z) = (2z,2y,2z2)

Plati nasledujici.
Vg=0 <= 22=2y=22=0 <= z=y=2=0 < [z,y,2] =1[0,0,0]

JelikoZ jediny bod, ve kterém ma g nulovy gradient, se nachézi mimo M ([0, 0,0] ¢ M), tak z podminky
(I) neodstavame zadné body podezielé z extrémi. VySetFeme nyni podminku (11).

folw,y,2) =1
fg;(xvyaz) =-2
filz,y,z) =2

Vf(z,y,z)=(1,-2,2)

Pak rovnost Vf(x,y, z) + AVg(x,y, z) = 0 nam dava nésledujici soustavu.

1+ X22=0
24+ X2y =0
24+X22=0

Vyjadienim A\ dostavame nasledujici sadu podminek (v8imnéme si, ze pokud by z, y nebo z bylo nulové,
pak by piislugna rovnice nemohla byt splnéna, tedy BUNO z,y, z # 0).

-1
A= —

2

2 1
)\:—:7

2y oy

—2 —1
Aziz

2z z

-1 1 -1
)\:7:7:

2x Y z
1 -1
—=— = y=—z
Y z
-1 -1 z
— = — =z
2z z 2
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Spolecné s tim, Ze bod podeziely z extrému by mél byt prvkem mnoziny M dostdvme néasledujici

soustavu.

2y 2t =1
=—z

€Tr =

N | W

Dosazenim poslednich dvou rovnic do prvni dostdvame:

(E>2 + (=22 +22=1

2
12—1-222:1
9
22~1:1
2223, zz:l:%

Podeztelymi body z extrému tedy jsou (pomoci z ziskame z,y): [é, —%, %] , [—%, %, —%]

Dle véty 12 1ze snadno ukazat, ze M je kompaktni a z véty 14 plyne, Ze f nabyvi na M extrémi. Z
véty 24 jsme dostali jediné dva body podezfelé z maxima. VySetfeme funkéni hodnoty f v téchto bodech.

s 1 22 _1+4+4_9_3
37 33/ 3 3 3 3

3
12 2 -1 4 4
f<‘3737‘3>—3‘3‘3—‘3

,%} a minima —3 v [—%7 %j _%]

win

Dostavame, ze f nabyva maxima 3 na mn. M v [% —

Priklad 1 (b) f(z,y,2) =2 —2y+2za M = {[z,y,2] e R 22 + 2+ 22 =1, 2 +y+2 =0}
Pouzijeme vétu 24. Pouzijeme vétu 25. Zadefinujme gy (z,y, 2) := 22 +y2+22—1, ga(z, y, 2) := x+y+2.
Pak M = [g1 = 0, g2 = 0]. Pak plati:

(91)3 (2, y,2) = 2
(91)y (2, y,2) =2y
(91)%(2,y,2) = 22

Vi (z,y,z) = (2z,2y,22)
(92)5(7,y,2) =
(92)y (2, y,2) =1
(92)%(2,y,2) =
Vga(z,y,2) = (1,1,1)

Plati nasledujici.

k
Vor=k -Vgo <= 20=2y=22=Fk — T=y=z=3
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Pokud by existoval bod [z,y,z2] € M a k € R takové, ze Vg = k - Vgo, pak by muselo platit, Ze
k=0=2=y =2 (z podminky go = 0 na M). To je ale v rozporu s tim, ze g1 = 0. Odsud tedy
nedostavame zadny podeziely bod.

K vySetieni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f.

fol@,y,2) =1
fo(x,y,z) = =2
i@y, 2) =

f(xaya ) = (17 _272)

Rovnice Vf 4+ aVg; + fVgs =0 a g1 = 0 = go déva néasledujici soustavu.

14+2ax+ =0
—2420y+ =0
24+2az+ =0
1‘2+y2+22:1
r+y+2=0

7 prvnich t¥i rovnic dostavame —f3 = 1 + 2ax = —2 + 2ay = 2 4+ 2az. Z toho plyne néasledujici.

2a(x —y) = -3
20(y —2z) =4
4y 422 =1
r+y+z=0

Z prvnich dvou rovnosti specialné plyne, ze o,z — y,y — z # 0 (neb soudin neni roven nule, tedy ani
¢initelé nemohou byt rovny nule). MuZeme tedy prvni dvé rovnosti podélit, ¢imz dostaneme:2a = x_—_gfy =

yfz. Z toho prenasobenim jmenovateli dostavame, ze —3y + 3z = 4x — 4y. Mame tedy soustavu:

y=4x — 3z
z+y+z2=0 = r=—-y—2
2y 42t =1

Prvni dvé rovnosti davaji y = —4y — 4z — 3z — —Tz =5y — z = —%y.

Z toho dale plyne, Ze z = —y — 2z = —y + %y = —%y. Dosadime do posledni rovnice a dostavame
nésledujici.
2\* 5\?
i — =1
(5) v+ (=2n)
1 +y+ 202 _ 1
Y TV T gy =
78 5
197 =
49
2 —
Y T8
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. ome |2 1 5| [2 1 5
Celkové podezielymi body jsou: [ NeORVirt \/ﬁ] , {ﬁ’ T R
Dle véty 12 lze snadno ukazat, ze M je kompaktni a z véty 14 plyne, Ze f nabyva na M extrémut. Z
véty 24 jsme dostali jediné dva body podezielé z maxima. VySetfeme funkéni hodnoty f v téchto bodech.

f( 2 7 5) —2-14—-10 —26
V78 VT8’ f VB VT8

f(f?s’f )

26 —26 2 7 5

. ) 2 7 5 ‘s . _ 5
Maximum: TV [—ﬁ, 7 m}, minimum: =22 v [ N iR

Priklad 1 (c) f(z,y,2) =a2yz a M = {[v,y,2] e R% 22+ > + 22 < L,z +y+ 2 >0}
Ziejmé Int M # (). Proto vySetfime funkci f na Int M a pak na H(M).
K vysetfeni extrémi na Int M pouzijeme vétu 16.

fglc(xa Y, Z) =Yz
fo(@,y,2) = zz
i@y, z) = xy

Dle véty 16 dostavame, ze bod [0,0,0] € M je bodem podezielym z extrému.
Nyni vySetfeme chovani f na hranici. Zadefinujme

gl(xvyaz) Z:$2+y2+2271, 92(55,3/72) :x+y+z

Z definice hranice lze ukazat, ze H(M) = ([ = 0N M)U([g2 =0 N M) =[g1 = 0,92 > 0]U[g2 = 0,91 <
0] =1[g1=0,92 >0]U[g2 =0=g1]U[g2 = 0,91 < 0]. VySetfeme tedy chovani funkce f na v8ech tiech
mnozinach v posledn rovnosti - pouZijeme véty 24, 25. Spoc¢téme nejdiive parcialni derivace funkei g1, gs.

Poznamka: je tieba to takto rozdélit, neb vétu 24 lze pouzit jen pro G otevienou. Nelze tedy zkoumat
[g1 = 0, g2 > 0] pomoci véty 24, ale pouze mnozinu [g; = 0, g2 > 0].

(90)o(2,y,2) =22, (g2)p(2,y,2) =1
(gl)ly(xaya Z) =2y, (92);:(1: Y,z ) =1
(gl)lz(xa:% Z) = 2z, (92)/,2

e [g1 = 0,92 > 0] Pouzijeme vétu 24 na mnozinu {x € [go > 0]: g1(x) = 0} (G ze znéni véty je tedy ot.
mn. [g2 > 0]).
(1):

Vg1 =0 < [z,y,2] =[0,0,0]
Pocatek nespliiuje podminku g; = 0, nedostaviame tedy podeziely bod.

(1)

Rovnice Vf + AVg; = 0 spole¢né s g1 =0 a = + y + z > 0 dava nasledujici soustavu.
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yz+ 2 =0
xz+ 2y =0
zy+2Xz=0
Pyt =1
z+y+z2>0
Prvni tfi rovnice davaji: 2Ax = —yz,2\y = —xz,2Az = —zy. Je-li A = 0, pak musi alespon dvé z
x,y, z byt nulové. Z podminky go > 0, pak dostavame, Ze zbyld musi byt kladni. Podminka g; = 0 pak
dava, ze zbyla proménna musi byt rovna jendé. Dostavame tedy body [1,0,0], [0, 1, 0], [0,0, 1].
Predpokladejme nyni, ze A # 0. Pak je-li jedna z proménnych x,y, z nulova, musi byt vSechny nulové
(neb 2 \z = —yz,2\y = —xz,2 2z = —xy). MuZeme tedy predpokladat, Ze z,y,z # 0. Ze zminénych
rovnosti pak dostavame nasledujici.

1
242 =1 :y2:g

1 1 1 1 1 1 1
r+y+2z>0 = podezielé body jsou: [, , } , {— , , ] , [, +
V3
Podezfelymi body z této ¢éasti hranice jsou:
[0,0,0],[1,0,0],[0,1,0],[0,0, 1] [1 ! 1] [ 1 1] [1 e :Fl]

) ) ) ) ) ) ) ) ) ) ? ) \/g? 37 3 ) ) 9 ) M

e [g2 =0,91 <0] véta 24 pro G = [¢g1 < 0]
(1): Vg1 # 0 = Zzadné podezielé body.

(1)

Rovnice Vf + AVga = 0 spolu s [z,y, 2] € [g2 = 0,91 < 0] dava nésledujici.

yz+A=0
xz+A=0
zy+A=0
r+y+z2=0

4yt A<l

Prvni tfi rovnice, podobné jako vySe, davaji, Ze alespon dvé z proménnych z, y, z jsou nulové. Podminka
x +y + z = 0 pak dava, ze nutné x = y = z = 0. Pocatek je jiz zahrnut v podezielych bodech.

Nedostali jsme tedy zaddné nové podezielé body.

e [g1 = 0 = go] Pouzijeme vétu 25.

(1):

Vor=k-Vgo = k=2x=2y=2z —= z=y=2

Zaroven chceme, aby go(x,y,2z) = 0, z ¢ehoZ plyne, Ze x = y = z = 0 a pocatek jiz mame zahrnut v
podezrelych bodech.
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(11):

Rovnost Vf + aVgs + 8Vge = 0 spoletné s g1 = 0 = g9 dostavame nsaledujici soustavu.

yz +20x+ =0
xz+2ay+ =0
xy+2az+ =0
i+ =1
r+y+z=0

Prvni tfi rovnosti davaji: —f8 = yz + 2ax = xz 4+ 2ay = xy + 2az, coz dava:

2a(x —y) = z(z —y)
2a(y — 2) = z(y — 2)
?+yt+2 =1
r+y+z=0

Pokud x — y = 0, pak dostavame z x + y + 2 = 0, Ze 2 = —2x. Dosadime do predposledni rovnice a
dostaneme:

1
20 + (—27)° =1 = 62’ =1 = 2 =+—.
(~22) V6
. e 41 2
Podezielé body: |+ G’i\/é’ :F\/(J
Pokud = — y # 0, budeme uvazovat dvé situace: y — z = 0 y — z # 0. Obé situace dopadnou velmi

analogicky a dostaneme nasledujici body: [q:%, :I:%, :l:%} , [i%, $%, :I:%]

Celkové podezielymi body jsou:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
050507 170507 O>]-707 O)O)]- |\ T sy T ey T AT T sy s S 77:*:77 e
10,001, 1,0.01, 10,1, 0}, ][\/33 3][ 3 V3 3]{\/3 \/ijFx/ﬁ]
1 2 1 2 1 1 1 1 2
ii? 77i7 ) 77i77i7 ) i77i77 =
{ﬁ*ﬁ ﬁ}Fﬁ NG ﬁ}{ﬁ ﬁ¢ﬁ]
Dle véty 12 lze snadno ukézat, ze M je kompaktni a z véty 14 plyne, Ze f nabyvd na M extrémad.
VysSetfeme hodnoty f v podezielych bodech.

£(0,0,0) = £(1,0,0) = f(0,1,0) = f(0,0,1) =0

1 1 1 1
/ (\/5\/53) NG
(mva) - (Gma - (GHavn -
o) = Govev) = (5 vv) = o
e R b e R e e S YL
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1 1

: . 1 s | 11 1 1 1 1
Maximum: 53V [%, \/§’\/§]’ minimum: —z-z v | =5, \/§’\/§} , [ﬁ?iﬁszﬁ]'

Priklad 1 (d) f(z,y,2) =sinz-siny-sinz a M = {[z,y,2] ER3 2 +y+ 2= 5,2 >0,y >0,z >0}
Pouzijeme vétu 24. Zadefinujme g(z,y,2) == x+y+2— 5,G := [z > 0,y > 0,z > 0. Pak
M ={zx € G: g(x) =0} a G je oteviena (vime z teorie ze 2. cviceni).

gz, y,2) =1
gy(x,y,2) =1
g.(x,y,2) =1

Plati : Vg # 0. Podminka (I) ndm tedy nedava zadné body podezielé z extrému.
K vysetfeni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f.

fi(z,y,2) =cosz -siny - sin z
fo(@,y,2) =sinz - cosy - sin 2

fi(x,y,z) =sinx -siny - cos z

Rovnice V f + AVg = 0 dava néasledujici soustavu.

cosx-siny-sinz+A=0
sinx-cosy-sinz+ A =0

sinz -siny -cosz+ A =0
Jejim vyTeSenim dostavame:

COST - Siny = sinx - cosy
cosy -sinz = siny - cos z

cosy -sinz =sinx - cos z

Soustavu mimo jiné fesi ziejmé body, pro které cosx = cosy = cosz = 0, nebo sinz = siny = sinz = 0.
To ale nemuZe nastat pro [z,y, z] € M, neb z definice M plyne, Ze specialné z,y, z € (0, 7/2]. MaZeme tedy
predpokladat, ze veskeré cos a sin v pfedchozi soustavé jsou nenulové, mtizeme jimi tedy délit.Dostavame,
zetgr =tgy = tgz. Tedy v = y+km = z+I7 pro vhodna k, [ € Z. Vezmeme-li v ivahu, Ze z,y, z € (0, 5],
dostavame, ze k =1 = 0. Tedy [z,y, 2] = [a,a,a] pro vhodné a € (0, §]. Z podminky x +y + 2z = § pak
plyne, Ze a = 5.

Celkové podezielymi body jsou: [%, e %]

: 2

f(5:5:5)=(ing) =5

Ziejm& mnozina M je obsazena v mnoziné M’ = [g =0,2,9,2 € [0, g]], ktera je kompaktni. 7 véty
14 vyplyva, ze f na M’ nabyva extrémi a lze ukazat, Zze f na M’ nabyva maxima v [%, 8 %] Z toho
dostavame, Ze [%, & %] je skute¢né bod, ve kterém f nabyvd maxima na mnoziné M, neb sup,, f <
sup,; f a f.

Minima se nenabyva, neb jsme neodhalili zddny dalsi bod podezfely z extrému.

Piiklad 1 (e) f(z,y,2) = 2y?2> a M = {[z,y,2] e R} ;2 + 2y + 32 =a,2 > 0,y > 0},a > 0
Mnozina M je polorovinou v R3 - rovnice = + 2y 4+ 3z = a uréuje rovinu a podminka z,y > 0 z ni
vysekne jen ,pulku‘.
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Pouzijeme vétu 24. Zadefinujme g(z,y,2) ==z + 2y + 3z —a. Pak M =[g=0]N[z > 0,y > 0].

g;(.’E, Y, Z) =1
gy(x,y,2) =2
9:(z,y,2) =3
Plati nésledujici.
Vg #0

Z podminky (1) nedostavame zadny podeziely bod.
K vysetfeni podminky (II) spo¢téme parcialni derivace f. (a je konstanta, ¢ili zderivuje se na 0)

fi(z,y,z) = y*2°

fo(@,y, 2) = 2xy2°
filw,y,z) = 3zy®2?

Rovnice V f + AVg = 0 dava néasledujici soustavu.

2B+ A=0
22yz> + 21 =0
3zy?2% + 30 =0

Pokud by A = 0, pak by muselo platit, ze y?z3 = 2zy2® = 3xy?2? = 0, z ¢ehoz plyne, Ze by muselo
alesponi jedno z x,y, z byt rovno 0. Pak by ovSem neslo o bod mnoziny M. Naopak, pokud A # 0, pak
nemiize ani jedno z x,y, z byt rovno nule a témito proménnymi muzeme délit.

VyfeSenim soustavy pro A # 0 dostéavame:

A=y B =yt =0 = y=ar=2

Dosazenim do rovnosti x + 2y + 3z = a dostavame: 6x = a, tedy = 3.

Celkové podezielymi body jsou: [%, 3 %]

JelikoZ ndm Veyéel jediny podezfely bod, zbyva nam zjistit, zda jde o minimum, ¢ maximum. Plati, ze
(56 8) = (5) -

Jelikoz mnozina M’ :=[g = 0] N[z € [4,¢]]N [y € [2, £]] je kompaktni (omezend a uzaviend) a jde

75
o podmonzinu M obsahujici bod [“ 2 9}, lze ukazat, ze f v [%, & %] nabyvé lokdlniho maxima pomoci

véty 14 (nabyva tam maxima vzhle6de6m6k mn. M'). Ukazme nyni, Ze jde o0 maximum na mnoziné M (a
nikoli jen o lokdlni maximum). Zfejmé, aby byla hodnota f velka, musi byt z > 0. Proto sta¢i uvaZzovat
jen takové body mnoziny M, pro které z > 0. Jelikoz z = H%, je tfeba, aby a — 2y — x > 0, aby bylo
z kladné. Tj. je potteba, aby x + 2y < a. Specidlné z < a,y < §. Staci tedy zkoumat nasledujici.

sup {xy2z3: z€(0,a),y€e(0,%),z= #} = sup{:cy22i7 (a—z—2y)°: e (0,a),yc (0,%)}.

TODO

Uvédomme si nejdiive, ze pokud bychom dosadili krajni hodnoty (tj. vyzkouseli bychom z = 0,y =
0,z = a,y = §), dostali bychom, ze f < 0. Supremum tedy nebude v krajnich bodech.

Uvazujme nejdiive y € (0,%) pevné dané. Zkouméme tedy g(z) = a:y22—17 (a — x — 2y)° na intervalu
(0,a). Funkci g zderivujeme, abychom vysetfili jeji extrémy.
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2 2 2
J(@) = (a—w—2)" == (a -z - 2)° =

Body podezielé z extrému pro funkci g jsoua—x—2y =0 = r=a—2y,a—4r—2y=0 = x =
. 2 3
— 4 Plati, e gla—2) =0 g (5 - 3) = (-9 % (la— $)".

(a—x —2y)? (a — 4z — 2y)

27
Zkoumejme nyni maximum funkce h(y) = (% - %) 32’—2 (%a — %y)g proy € (O, %)
W (y) = spev(a— 6y)(a— 2)°
Yy 128y Y Yy

Podeztelym bodem na intervalu (O, %) jeey=%. Avdaném bodé¢ jez =y=z=g a f = g—g. Jde
o jediny bod podeziely z extrému, ve kterém vychézi kladna hodnota. Jde tedy o supremum, jeZ jsme
a—z—2y | _ (a

hledali. Mame tedy, Ze sup,,; f = sup {:L'y223: xz € (0,a),y € (0, %) ,2 = T} = (E)'
Funkce f nenabyva na mnoziné M minima, neb nam nevysel zadny dalsi bod podeziely z extrému.

P¥iklad 1 (f) f(z,y) =22 +ya M = {[z,y] € R% 4y — 4y + 22 = 0,y > 0}

Zadefinujme g(x,y) := 4y — 4y + 22. Pak M = [g=0] N [y > 0].

Vsimnéme si, ze M je kompaktni: Aby z? = 4y — 4y> > 0, musi platit, 7e y € [0, %] (uvazujeme-li jen
body z M). Tedy plati, ze M = [g = 0] N [y € [0, %H Dle teorie z 2. cvic¢eni je M kompaktni. Dle véty
14 dostavame, ze f jakozto spojitd funkce nabyva na M extrémi. Naleznéme tedy jeji lokadlni minima a
maxima. Pak nejvétsi a nejmensi ndm daji globalni maxima a minima.

Pouzijeme vétu 24. Pro G = [y > 0] miZzeme pouzit vétu 24 (je potieba, aby G byla ot.). Navic
vySetfime chovéani funkce f na [g = 0] N[y = 0]: pokud y = 0,[x,y] € M, pak z = 0. K podezfelym
bodtm tedy zaradime jesté pocatek.

/

9o (z,y) =22
Gy, y) = 12y% — 4

Plati nasledujici.

1
Vg=0 < 20 =0=12> -4 <= =0,y =+—
g y y=*+z

Dostavame pozeziely bod: [0, %} (neb y > 0 dle volby G).

K vysetfeni podminky (1) spo¢téme parcialni derivace f.

fole,y) =22
folz,y) =1

Rovnice V f + AVg = 0 dava nasledujici soustavu.

20+ 2 =0
1+A(1242—4) =0
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Jejim vyfesenim dostavame za podminky [z,y] € M:

3
5 5 ) 7 /5
A=l = y=y e =Ry =2 12‘(:m>_i 5V 12

=012 -4#40 = 48 —4y=0 = y=0Vy=1

Celkové podezrelymi body jsou: [iq / %1 / %, \/ 152] ,[0,0],]0,1], [O, %]

Vygetfeme hodnoty funkce f v uvedenych bodech. Pak nejvétsi hodnota nam da maximum a nejmensi

minimum.
7 /5 5 7 /5 5 10 /5
sV sy s | =3V s Vs =2V s
3V 12 12 3V 12 12 3V 12
)=0

i”;”fzﬂ/g] a minimum: 0 v [0, 0].

feime 0,/5 < 1 ' . L
Ziejmé 4/ 15 > 7 Tedy maximum: N
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